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第一篇 力学

力学是物理学的一个分支,物理学的建立是从力学开始的。力学的基本原理是整个物

理学的重要基础,渗透于其他分支的方方面面。近代物理中的相对论力学和量子力学的形

成都受到经典力学的影响,它们的许多概念和思想都是经典力学概念和思想的发展和改造。
不仅如此,力学的基础研究不断深化和丰富人类对基本自然规律的认识,不断为其他学科的

发展提供认识工具。目前,力学的内容在深化,力学在与其他学科的前沿交叉处迅速发展,
形成了多种新的力学分支学科。

力学不仅具有很强的基础性,同时又具有广泛的应用性。力学研究遍及各种工程技术

领域,诸如机械工程、土建与水利工程、爆炸与抗爆工程,抗震工程以及航空与航天技术、航

海技术等。
经典力学是研究物体机械运动规律的科学。物体位置随时间的变化称为机械运动。经

典力学研究的是在弱引力场中宏观物体的低速运动。通常把力学分为运动学和动力学。运

动学只研究物体运动的规律,不涉及运动状态变化的原因。动力学则研究物体间的相互作

用及其对物体运动的影响。
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第1章 质点运动学

【章概述】

力学是物理学的基础,物理学的研究必须从力学开始。为了研究,首先描述。描述质点

运动状态变化的物理量有:位置、位移、速度和加速度。本章主要研究这4个物理量之间的

相互关系及如何用它们来描述物体的机械运动。教学思路是先在一维对运动进行描述,然
后再在多维对运动进行描述,这样做有利于分散难点,读者可以在一维运动的描述过程中对

物理概念及数学表述掌握透彻,从而相对容易地推广到多维运动的情况。
本章着重阐明两个问题。第一,如何描述质点的运动状态。在运动学中,物体的运动状

态用位置和速度来确定,而速度的变化则用加速度描述。通过速度、加速度等概念的建立,
加深对运动的瞬时性和矢量性等基本性质的认识。第二,运动学的核心是运动方程。通过

对运动方程的学习,既要掌握如何从运动方程出发,求出质点在任意时刻的位置、速度和加

速度的方法,又要能够在已知加速度(或速度)与时间的关系以及初始条件的情况下,求出任

意时刻质点的速度和位置。

【学习重点与难点】

1.重点

描述质点运动的物理量(位置、位移、速度、加速度)的定义及物理意义;根据质点的运动

方程求质点的位置、速度和加速度。

2.难点

在已知质点的加速度与时间的关系以及初始条件的情况下,求速度和位置。

3.难点指南

由加速度与时间的关系求速度和位置的问题,需要在理解位置、速度和加速度等基本物

理概念的基础上,应用微积分的数学手段来进行计算,从而在物理学的应用中加深对微积分

的理解,在微积分的应用中解决物理问题。

1.1 一维运动学

【学习目标】

掌握一维运动中的运动方程、位移、速度、速率和加速度的概念,能够熟练利用运动方程
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第1章 质点运动学 3    

求出位置、位移、平均速度、速度、平均加速度和加速度,并能够利用物理量的正负号来判断

运动的方向。

【知识引入】

引例1:在2009年的柏林世界田径锦标赛上,牙买加飞人博尔特以9秒58获得男子百

米冠军,并大幅度改写了他本人在2008年北京奥运会夺冠时创造的9秒69的世界纪录!
如图1.1.1所示,那么博尔特的平均速度各是多少?

引例2:目前世界上最快的跑车之一:布加迪威航SuperSport,如图1.1.2所示,最大时

速434.2km/h,百公里加速仅需2.5秒,0~200公里加速仅需7.3秒,那么其平均加速度各

是多少?

图1.1.1 博尔特与世界记录   图1.1.2 布加迪威航SuperSport

【知识正文】

1.1.1 运动方程和位移

质点在一维运动的情况下,在质点运动所在的直线上建立坐标系,如图1.1.3所示,假
设在时刻t1,质点所在位置的坐标为x1,就用质点所在位置处的坐标来表示质点的位置。在

时刻t2,质点所在的位置为x2,即一维运动质点的位置x随时间t的变化而变化,即位置是时

间的函数,记为

x=x(t) (1.1.1)
称为运动函数,也叫运动方程,它的物理意义是质点的位置随时间的变化。根据运动方

程,可以求出质点在任意时刻的位置。

图1.1.3 位置坐标

比如x=3t-4和x=5sint都是质点的运动方程。对于运动方程为x=9-2t的质点,在
时刻t1=1,位置x(1)=9-2×1=7;在时刻t2=6,位置x(6)=9-2×6=-3。

质点在时刻t1的位置为x(t1),在时刻t2的位置为x(t2),则质点在t1到t2时间内位置的

变化是x(t2)-x(t1),称为位移,记为Δx,即
Δx=x(t2)-x(t1) (1.1.2)

位移的物理意义是位置的变化(即增量),即位移=末位置-初位置。
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路程是质点运动轨迹的长度,记为s,它一定是正数,而位移Δx可正可负。
国际单位制,简记为SI,是现在世界上最普遍采用的单位系统,常用的物理量国际单位

见表1.1.1。在本教材中,若标有SI,即表示物理量的单位采用国际单位。
表1.1.1 常用物理量的国际单位

物理量名称 长度 时间 质量 电流 温度 物质的量

物理量符号 L t m I T ν

单位名称 米 秒 千克 安培 开尔文 摩尔

单位符号 m s kg A K mol

  例1.1.1 某质点的运动方程为x=9-2t(SI),求该质点在t1=1s到t2=6s这段时间内

的位移。
解  位移Δx=x(t2)-x(t1)=x(6)-x(1)

=(9-2×6)-(9-2×1)=-3-7=-10(m)
因为质点在x轴上运动,运动的方向只有x轴的正方向和负方向两种情况,可以用位移

的正负号来表示,即当位移Δx>0时,运动的方向是沿x轴的正方向;当位移Δx<0时,运
动的方向是沿x轴的负方向。

本例题位移Δx=-10<0,所以质点在这段时间内的总体运动方向是x轴负方向。
例1.1.2 如图1.1.4所示,在一段时间内,某质点的位置依次经过-5,5,2(SI),求质

点在这段时间内的位移和路程。

图1.1.4 位移和路程

解  位移Δx=x(t2)-x(t1)=2-(-5)=7(m)
位移Δx=7>0,质点在这段时间内的总体运动方向是x轴正方向。
路程s= 5- -( )[ ]5 + 5-( )2 =10+3=13(m)

1.1.2 速度

质点在一段时间内运动的快慢和方向用平均速度来表示,记为v,即

平均速度v=
位移Δx

时间间隔Δt
,即v=ΔxΔt

(1.1.3)

平均速度的方向用其正负号来表示,即当v>0时,平均速度的方向是沿x轴的正方向;
当v<0时,平均速度的方向是沿x轴的负方向。

在国际单位制中(平均)速度的单位:米/秒,符号:m/s。
例1.1.3 某质点的运动函数为x=9-2t(SI),求该质点在t1=1s到t2=6s这段时间内

的平均速度。
解  位移Δx=x(t2)-x(t1)=x(6)-x(1)=-3-7=-10(m)

平均速度v=ΔxΔt= -10
6-1=-2(m/s)
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第1章 质点运动学 5    

v=-2<0,即平均速度的方向是沿x轴负方向。
例1.1.4 某质点的运动函数为x=t2-5(SI),求该质点在t1=2s到t2=4s这段时间内

的平均速度。
解  位移Δx=x(t2)-x(t1)=x(4)-x(2)=11-(-1)=12(m)

平均速度v=ΔxΔt= 12
4-2=6(m/s)

v=6>0,即平均速度的方向是沿x轴正方向。
质点在一段时间内的运动快慢和方向用平均速度来表示,在某一时刻的运动快慢和方

向要用(瞬时)速度来表示,那么(瞬时)速度该如何定义呢?
假设质点的运动函数为x=x(t),则时刻t的位置是x(t),时刻t+Δt的位置是

xt+Δ( )t ,即质点在Δt时间内的位移为Δx=xt+Δ( )t -x(t),时间间隔为Δt,在Δt时间内

的平均速度为v=Δx/Δt,如果用t到t+Δt时间内的平均速度v=Δx/Δt来作为t时刻的速

度,显然误差比较大,不能精确描述t时刻的运动快慢和方向,我们可以利用数学中的极限思

想和变化率知识来进行分析,如果用较短时间间隔Δt内的平均速度来作为t时刻的速度,相
对来说误差会变小,即可以相对准确的描述t时刻的运动快慢和方向,如果用更短时间间隔

Δt内的平均速度来作为t时刻的速度,则相对来说误差会变得更小,即可以相对更准确的描

述t时刻的运动快慢和方向,按照这个思路,则在无限短时间间隔Δt内的平均速度来作为t
时刻的速度,则误差趋于零,就可以精确的描述质点在t时刻的运动快慢和方向,即

v=lim
Δt→0

v=lim
Δt→0

Δx
Δt

利用数学中的变化率知识,可得

v=dxdt
(1.1.4)

即质点的速度定义为该质点的位置对时间的变化率。
与平均速度一样,速度的正负号表示速度的方向是沿x轴的正方向还是负方向。
例1.1.5 某质点的运动函数为x=6t-t2(SI),求该质点:(1)在时刻t1=2s和t2=5s

的速度;(2)在时刻t1=2s到t2=5s时间间隔内的平均速度;(3)在时刻t1=2s到t2=5s时间

内的路程。
解  (1)根据速度的定义式可得

v=dxdt=6-2t

v(t1)=v(2)=6-2×2=2(m/s)

v(t1)=2>0,质点速度的方向是沿x轴的正方向。

v(t2)=v(5)=6-2×5=-4(m/s)

v(t2)=-4<0,质点速度的方向是沿x轴的负方向。

(2)平均速度v=ΔxΔt=x(t2)-x(t1)
t2-t1 =x(5)-x(2)

5-2

= 30-( )25 - 12-( )4
3 = -3

3 =-1(m/s)

(3)由本题(1)可知质点的速度方向发生了改变,所以路程不是位移的绝对值。
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由v=6-2t可得质点在时刻t=3s时速度为0,容易得到x(2)=8,x(3)=9,x(5)=5,则
质点在时刻t1=2s到t=3s时间间隔内的路程为s1=x(3)-x(2)=9-8=1,在时刻t=3s到

t2=5s时间间隔内的路程为s2=x(3)-x(5)=9-5=4,所以在时刻t1=2s到t2=5s时间内

的总路程为s=s1+s2=1+4=5(m)。

1.1.3 加速度

若质点的速度函数为v(t),即在时刻t的速度是v(t),在时刻t+Δt的速度是v(t+Δt),
即质点在Δt时间内速度的变化为Δv=vt+Δ( )t -v(t),在Δt时间内速度对时间的平均变

化率称为平均加速度,记为a,即

a=ΔvΔt
平均加速度用来表示质点在一段时间内速度变化的平均快慢和方向,而质点在某一时

刻速度变化的快慢和方向用(瞬时)加速度来表示,记为a,与速度的分析和定义过程类

似,有

a=lim
Δt→0

Δv
Δt=dvdt

(1.1.5)

加速度的单位:米/秒2,符号:m/s2。
例1.1.6 某质点的速度函数为v(t)=t2-4t+7(SI),求该质点:(1)在时刻t1=1s到

t2=3s时间间隔内的平均加速度;(2)在时刻t1=1s和t2=3s时的加速度。

解  (1)平均加速度a=ΔvΔt=v(t2)-v(t1)
t2-t1 =x(3)-x(1)

3-1

= 9-12+( )7 - 1-4+( )7
3 =4-4

3 =0(m/s2)

(2)加速度a(t)=dv
(t)
dt =2t-4

a(t1)=a(1)=2-4=-2(m/s2);a(t2)=a(3)=6-4=2(m/s2)

a(1)=-2<0,沿x轴的负方向;a(3)=2>0,沿x轴的正方向。

1.2 多维运动学

【学习目标】

知道参考系、坐标系和位置坐标的概念,会用坐标表示质点的位置;
掌握多维运动的标量表示和矢量表示,能够用标量和矢量形式计算多维运动的位置、位

移、速度和加速度,包括由运动方程求速度、加速度,以及由速度或加速度求运动方程;
理解轨道方程的概念,能够由运动方程求出轨道方程。

【知识引入】

引例1:上早操时有位同学在学院的操场上沿着400米的跑道跑了两圈,他的位移和路
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第1章 质点运动学 7    

程各是多少?
引例2:一只在星际空间飞行的火箭,当它的燃料以恒定速率燃烧时,其运动方程可以表

示为

r(t)= ut+u 1
b -æ

è
ç

ö

ø
÷tln1-( )

é

ë
êê

ù

û
úúbt k

其中u是喷出气体相对于火箭体的速度,是一个常量,b是与燃烧速率成正比的一个常量。
则此火箭的速度和加速度各是多少?

【知识正文】

1.2.1 参考系

物体的机械运动是指它的位置随时间的改变。位置总是相对的,这就是说,任何物体的

位置总是相对于其他物体或物体系来确定的,这个其他物体或物体系就叫做确定物体位置

时用的参考物。例如,确定交通车辆的位置时,我们用固定在地面上的一些物体,如房子或

路牌作参考物。
相对于不同的参考物,同一物体的同一运动会表现为不同的形式。例如,一个自由下落

的石块的运动,站在地面上观察,即以地面为参考物,它是直线运动;如果在近旁驶过的车厢

内观察,即以行进的车厢为参考物,则石块将做曲线运动。物体运动的形式随参考物的不同

而不同,这个事实叫运动的相对性。由于运动的相对性,当我们描述一个物体的运动时,就
必须指明是相对于什么参考物来说的。

图1.2.1 质点的位置表示

确定了参考物之后,为了定量地说明一个质点相对于此

参考物的空间位置,就在此参考物上建立固定的坐标系。最

常用的坐标系是空间直角坐标系,有时为了研究问题的方便

还可以选用其他坐标系,如极坐标系、球坐标系、柱坐标系和

自然坐标系。如图1.2.1所示,在空间直角坐标系中,一个

质点的位置,就用该位置的坐标(x,y,z)来表示。固定在参

考物上的坐标系称为参考系。常用的参考系有地面参考系,
地心参考系,太阳参考系和实验室参考系。

1.2.2 多维运动的标量表示

质点的位置用其坐标来表示,质点的运动就是它的位置随时间的变化,所以质点的运动

可以用它的坐标随时间的变化关系来描述,与一维运动中描述质点的位置随时间变化的关

系式x=x(t)类似,在多维运动中描述质点的位置随时间变化的关系式为

x=x(t), y=y(t), z=z(t) (1.2.1)
上式是质点在多维运动中的运动方程(运动函数)的标量形式。
如果质点在二维平面上运动,则该运动方程简化为x=x(t),y=y(t);如果质点在一维

运动,则简化为x=x(t),即一维运动学的运动方程。
在质点的运动方程中消去时间参量t,得到的坐标之间的关系式称为质点的轨道方程。
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类似于一维运动学中速度和加速度的定义,多维运动学中速度和加速度分别定义为

vx =dxdt
, vy =dydt

, vz=dzdt
(1.2.2)

ax =dvx

dt
, ay =dvy

dt
, az=dvz

dt
(1.2.3)

例1.2.1 一质点的运动方程为x=cost,y=sint,z=2t3,求该质点的速度和加速度。

解  速度vx =dxdt=-sint, vy =dydt=cost, vz=dzdt=6t2。

加速度ax =dvx

dt =-cost, ay =dvy

dt =-sint, az=dvz

dt =12t。

例1.2.2 一质点的运动函数为x=2t,y=3-t2,求该质点的轨道方程。

解  由式x=2t得t=x
2
,代入式y=3-t2 得轨道方程y=3- xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

=3-x2
4
。

可知此质点的运动轨迹是一条开口向下的抛物线。

1.2.3 多维运动的矢量表示

1.位置矢量和运动方程

质点的位置可以用坐标来表示,还可以用位置矢量来表示。如图1.2.2所示,对于P 点

的位置,一方面,可以用坐标(x,y,z)来表示;另一方面,如果从原点O 向该点引一有向线段

OP,并记做矢量r,显然,有向线段OP 与点P 的位置有一一对应关系,因此可以用从原点O
到点P 的矢量r来表示P 点的位置,称r为P 点的位置矢量,简称位矢,也叫径矢。以i,j,k
分别表示沿x,y,z轴正方向的单位矢量,则P 点的位置矢量为

r=xi+yj+zk (1.2.4)

图1.2.2 位置矢量

例如,若质点的位置坐标为P(2,-4,7),则该质点的位

置矢量为r=2i-4j+7k。为了以后的学习方便,我们就是

用位置矢量r=2i-4j+7k表示位置(2,-4,7)。
位矢r=xi+yj+zk 的大小用其模 r 来表示,记为

r,即

r= r =
 
x2+y2+z2 (1.2.4)

例1.2.3 一质点的位置坐标为P3,-4,( )12 (SI),求
质点的位置矢量和位矢的模。

解  质点的位置矢量为

r=xi+yj+zk=3i-4j+12k(m),

位矢的模为r= r =
 
x2+y2+z2 =

 
32+(-4)2+122 =

 
169=13(m)。

对于一个运动的质点,其运动函数的标量形式x=x(t),y=y(t),z=z(t),利用式

(1.2.4)可以得到运动方程(或运动函数)的矢量形式

r=r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k (1.2.5)
例如,一质点的运动方程的标量形式为x=t2,y=-t3,z=2t,则该质点运动方程的矢量

形式为r=r(t)=t2i-t3j+2tk。
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第1章 质点运动学 9    

运动方程的矢量形式其实是质点在时刻t的位置矢量,用来表示质点的位置。
例1.2.4 一质点的运动方程为r(t)=t2i-t3j+2tk,求质点在时刻t1=1s到t2=3s时

的位置。

解  位置矢量r(t1)=r(1)=i-j+2k, r(t2)=r(3)=9i-27j+6k。

例1.2.5 一质点的运动方程为x=cos2t,y=sin2t,求该质点的位矢和轨道方程。

解  该运动质点的位置矢量为r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k=cos2ti+sin2tj;

利用三角函数恒等式有

x2+y2= cos2( )t 2+ sin2( )t 2=1,即轨道方程为x2+y2=1。

2.位移

如图1.2.3所示,假设质点的运动函数为r(t),则t时刻的位置是r(t),t+Δt时刻的位置

是rt+Δ( )t ,把质点在t到t+Δt时间内位置的变化称为在该段时间内的位移,记为Δr,即

Δr=rt+Δ( )t -r(t) (1.2.6)

比如在例1.2.5中,质点在时刻t1=1s到t2=3s这段时间间隔内的位移是

Δr=r(t2)-r(t1)=r(3)-r(1)= 9i-27j+6( )k - i-j+2( )k =8i-26j+4k

图1.2.3 位移

位移是描述质点空间位置变化的物理量,它同时表

示了质点位置变化的距离和方向。位移不同于位置矢

量,在质点运动过程中,位置矢量表示某时刻质点的位

置,它描述该时刻质点相对于坐标原点的位置状态,是描

述状态的物理量,位移则表示某段时间内质点位置的变

化,是与运动过程相对应的物理量。

位移也不同于路程,质点从P1运动到P2所经历的路

程Δs是图1.2.3中从P1 到P2 的一段曲线长,路程是标

量,恒为非负。 一般情况下,路程 Δs 与位移的大小

Δr (图1.2.3中P1和P2之间的弦长)不相等。只有当质点作单向的直线运动时,路程和位

移的大小才是相等的。此外,只有在时间间隔Δt→0的极限情况下,点P2才无限靠近P1,弦

P1P2 的长度与曲线弧P1︿P2 的长度才无限接近,即lim
Δt→0
Δs=lim

Δt→0
Δr 。又因为元路程lim

Δt→0
Δs=

ds,元位移的大小lim
Δt→0

Δr = dr ,所以ds= dr 。

图1.2.4 |Δr|和Δr的区别

例1.2.6 在曲线运动中,|Δr|与Δr是否相同? 需要

作图说明。
解  如图1.2.4所示,Δr 是位移的大小,其值恒为非

负;而位矢的大小r的增量Δr=rt+Δ( )t -r(t),是末位矢的

大小减去初位矢的大小,即位矢大小的增量,其值正数、零和

负数都可以取。在一般的曲线运动中二者明显不同,只有在

单向的直线运动中二者才相同。
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3.速度

运动质点的位置随着时间变化,产生了位移,而位移一般也是随着时间变化的,那么位

移Δr和产生该位移所用的时间Δt之比Δr/Δt是一个怎样的物理量呢? 从物理意义上来看,
它描述的是在时间Δt内质点位置变化的平均快慢和方向。位移Δr和发生该位移所用的时

间Δt之比Δr/Δt叫做质点在这段时间内的平均速度,记为 v,即

平均速度 v=
位移Δr

时间间隔Δt
,即 v=ΔrΔt

(1.2.7)

平均速度是矢量,它的方向就是相应位移的方向,如图1.2.5所示。

图1.2.5 平均速度与速度

当Δt→0时,平均速度的极限称为质点在t时刻的

瞬时速度,简称速度,用以描述质点在某一时刻运动的快

慢和方向,记为v,即

v=lim
Δt→0

Δr
Δt=drdt

(1.2.8)

速度的方向就是Δt→0时Δr的方向,如图1.2.5所示,
当Δt→0时,P1 点趋近P点,Δr的方向最后将与质点运

动轨道在P 点的切线方向一致。因此质点的速度方向即

为运动轨道的切线方向指向运动的前方。
在直角坐标系里,速度 v可表示为:

v=drdt=d
(xi+yj+zk)

dt          

=d
(xi)
dt +d

(yj)
dt +d

(zk)
dt =dxdti+dydtj+dzdtk     

若记

vx =dxdt
, vy =dydt

, vz=dzdt
(1.2.9)

分别表示速度 v沿x,y,z三个坐标轴方向的分量,则
v=vxi+vyj+vzk (1.2.10)

从式(1.2.10)可以看出,质点的速度 v是各分速度的矢量和,这一关系式也称为速度叠

加原理。
速度的大小称为速率,以v表示,即

v= v = dr
dt = dr

dt =dsdt 1.2.( )11

即速率等于路程对时间的变化率。由式(1.2.10)有

v= v =
 
v2x +v2y +v2z 1.2.( )12

例如:若r(t)=costi+sintj+e2tk,则质点在时刻t的速度

v=drdt=d
(costi+sintj+e2tk)

dt =-sinti+costj+2e2tk

质点在时刻t的速率

v=| v|=
 
v2x +v2y +v2z =

 
-sin( )t 2+ cos( )t 2+ 2e2( )t 2 =

 
1+4e4t
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例1.2.7 在曲线运动中,|Δv|与Δv是否相同? 需要作图说明。
解  如图1.2.6所示,Δv = vt+Δ( )t - v(t),是速度增量的大小,其值恒为非负;

而Δv=vt+Δ( )t -v(t),是末速率减去初速率,即速率的增量,其值正数、零和负数都可以

取。在一般的曲线运动中二者明显不同,只有在单向的直线运动而且速率不减小的情况下

二者才相同。

图1.2.6 |Δv|和Δv的区别
  

图1.2.7 平均加速度

4.加速度

若以 v(t)和 v(t+Δt)分别表示质点在t时刻和t+Δt时刻的速度,如图1.2.7所示,则
在Δt时间内质点的平均加速度a 定义为

a=
vt+Δ( )t - v(t)

Δt =Δ
v

Δt
当Δt→0时,此平均加速度的极限,即速度对时间的变化率,称为质点在t时刻的瞬时加

速度,简称加速度,用以表示质点在t时刻的速度变化的快慢和方向,以a表示,即

a=lim
Δt→0

Δv
Δt=d

v
dt 1.2.( )13

不论是速度的大小发生变化,还是速度的方向发生变化,都会产生加速度。
将式(1.2.8)代入式(1.2.13)可得

a=d
v
dt=

ddrd
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
dt =d

2r
dt2 1.2.( )14

再将式(1.2.10)和式(1.2.5)代入式(1.2.14)可得

a=d
(vxi+vyj+vzk)

dt =d
2(xi+yj+zk)

dt2

=dvx

dti+dvy

dtj+dvz

dtk=d
2x
dt2i+d

2y
dt2j+d

2z
dt2k

若记

ax =dvx

dt =d
2x
dt2
, ay =dvy

dt =d
2y
dt2

, az=dvz

dt =d
2z
dt2 1.2.( )15

则

a=axi+ayj+azk (1.2.16)
加速度a的大小为

a=|a|=
 
a2x +a2y +a2z (1.2.17)
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例如,v(t)=-sinti+costj+2e2tk,则质点在时刻t的加速度

a=d
v
dt=d

(-sinti+costj+2e2tk)
dt =-costi-sintj+4e2tk

质点在时刻t的加速度大小

a= a =
 
a2x +a2y +a2z =

 
-cos( )t 2+ -sin( )t 2+ 4e2( )t 2 =

 
1+16e4t

在定义速度和加速度的时候,都用到了微积分学中的导数,类似的做法,将会在大学物

理的各个部分经常出现,可见微积分是研究物理学不可或缺的重要工具。

例1.2.8 已知一质点的运动方程为x=2t,y=18-2t2(SI)。求:(1)质点的轨道方

程;(2)质点的位矢;(3)质点的速度;(4)前2s内的平均速度;(5)质点的加速度。

解  (1)将质点的运动方程中的时间t消去,即由x=2t得t=x/2,代入y=18-2t2,得
到质点的轨道方程为

y=18-x2

2
(2)质点的位矢为r=2ti+(18-2t2)j ( )m
(3)质点的速度为

v=drdt=2i-4tj(m/s)

(4)质点在前2s内的平均速度为

v=ΔrΔt=rt+Δ( )t -r(t)
Δt =r(2)-r( )0

2

=12 2×2i+ 18-2×2( )2[ ]j -[0+ 18-( )0 ]{ }j

=2i-4j(m/s)
(5)质点的加速度为

a=d
v
dt=d

(2i-4tj)
dt =-4j(m/s2)

例1.2.9 某质点的加速度为a=2i-5tj,已知t=0时它静止于点(4,-3),求该质点任

意时刻的速度和位置矢量(SI)。

解  (1)先求质点任意时刻的速度,根据加速度的定义a=dv/dt,可得dv=adt。两边

同时积分得

∫
v

v0
dv=∫

t

0
adt

把a=2i-5tj代入上式得

∫
v

v0
dv=∫

t

0
2i-5t( )j dt

计算此积分得

v- v0=2ti-52t
2j
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利用初始条件:当t=0时质点静止,即 v0=0,所以任意时刻质点的速度为

v=2ti-52t
2j(m/s)

(2)下面再求位置矢量,根据速度的定义 v=dr/dt,可得dr= vdt。两边同时积分得

∫
r

r0
dr=∫

t

0
vdt

把 v=2ti-52t
2j代入上式得

∫
r

r0
dr=∫

t

0
2ti-52t

2æ

è
ç

ö

ø
÷j dt

计算此积分得

r-r0=t2i-56t
3j

再利用初始条件:当t=0时质点位于点(4,-3),即r0=4i-3j,所以任意时刻质点的位置矢

量,即运动函数为

r=r0+t2i-56t
3j=(t2+4)i- 5

6t
3+æ

è
ç

ö

ø
÷3j(m)

例1.2.10 一只在星际空间飞行的火箭,当它的燃料以恒定速率燃烧时,其运动方程

可以表示为

r(t)= ut+u 1
b -æ

è
ç

ö

ø
÷tln1-( )

é

ë
êê

ù

û
úúbt k

其中u是喷出气体相对于火箭体的速度,是一个常量,b是与燃烧速率成正比的一个常量。

则此火箭的速度和加速度各是多少? (本节引例2)

解  因为质点的运动函数为

r(t)= ut+u 1
b -æ

è
ç

ö

ø
÷tln1-( )

é

ë
êê

ù

û
úúbt k

则其速度为

v=dr
(t)
dt =ddt ut+u 1

b -æ

è
ç

ö

ø
÷tln1-( )

é

ë
êê

ù

û
úúbt{ }k

= u+u0-( )1ln1-( )bt +u 1
b -æ

è
ç

ö

ø
÷t -b
1-

é

ë
êê

ù

û
úúbtk

=[u-uln1-( )bt -u]k=-uln1-( )btk
加速度为

a=d
v
dt=ddt -uln1-( )bt[ ]k =-u -bk

1-bt= ubk
1-bt

1.2.4 匀加速运动

加速度的大小和方向都不随时间改变,即加速度a为常矢量的运动,叫做匀加速运动。

由加速度的定义a=dv/dt,可得dv=adt。对此式两边积分,设t=0时的速度为 v0 ,任意
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时刻t的速度为 v,则有

∫
v

v0
dv=∫

t

0
adt

计算可得 v- v0=at,即
v= v0+at (1.2.18)

这就是匀加速运动的速度公式。
根据速度的定义 v=dr/dt,可得dr= vdt。两边同时积分

∫
r

r0
dr=∫

t

0
vdt=∫

t

0
(v0+at)dt

式中r0 为质点在t=0时刻的位矢,r为质点在任意时刻t的位矢,计算积分可得

r-r0= v0t+12at
2

r=r0+ v0t+12at
2 (1.2.19)

这就是匀加速运动的位矢公式。
在实际问题中,常常利用式 (1.2.18)和 (1.2.19)的分量式,它们是速度公式

vx=v0x+axt
vy=v0y+ayt
vz=v0z+az

ü

þ

ý

ï
ï

ïït

(1.2.20)

和位置公式

x=x0+v0xt+12axt2

y=y0+v0yt+12ayt2

z=z0+v0zt+12azt

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

2

(1.2.21)

这两组公式具体地说明了质点的匀加速运动沿3个坐标轴方向的分运动,质点的实际

运动就是这3个分运动的合成。
以上各式中的加速度和和速度沿坐标轴的分量均可正可负,这要由各分矢量相对于坐

标轴的正方向而定:相同为正,相反为负。
质点在时刻t=0时的位矢r0和速度 v0叫做运动质点的初始条件。由式 (1.2.18)和

(1.2.19)可知,在已知加速度的情况下,给定了初始条件,就可以求出质点在任意时刻的位

置和速度。这个结论在匀加速运动的各公式中看的很明显,实际上它对质点的任意运动都

是成立的。
如果质点沿一条直线做匀加速运动,就可以选它所沿的直线为x轴,而运动就可以只用

式 (1.2.20)和 (1.2.21)的第一式加以描述。如果再取质点的初始位置为坐标原点,即取

x0=0,这两个公式就变成大家熟知的匀变速直线运动的公式v=v0+at和x=v0t+12at
2

了,整理可得v2=v20+2ax。
最常见而且很重要的实际匀加速运动是物体只在重力作用下的运动,这种运动的加速
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度的方向总是竖直向下,叫做重力加速度,通常用g表示,在地面附近的重力加速度的大小

约为

g=9.80m/s2

初速度为零的这种运动叫做自由落体运动。以起点为原点,取y轴正方向竖直向下,则

自由落体运动的公式为v=gt和y=12gt
2,消去t后可得v2=2gy。

例1.2.11 在高出海面30m的悬崖边上以15m/s的初速度竖直向上抛出一个石子,设
石子回落时不再碰到悬崖并忽略空气的阻力。求(1)石子能达到的最大高度;(2)石子从被

抛出到回落触及海面所用的时间;(3)石子触及海面时的速度。
解  取通过抛出点的竖直线为x轴,向上为正,抛出点为原点。则石子抛出后做匀加

速运动,由于重力加速度与x轴方向相反,所以a=-g=-9.80m/s2,v0=15m/s。
(1)以x1表示石子达到的最高位置,此时石子的速度应为v1=0,利用匀加速运动公式

v2=v20+2ax可得v2
1=v20+2(-g)x1,所以石子能达到的最大高度

x1=v
2
0-v21
2g =15

2-02
2×9.80=11.5(m)

(2)石子触及海面时的位置x2=-30,利用匀加速运动公式x=v0t+12at
2,可得x2=

v0t+12
(-g)t2,即 -30=15t-4.9t2,解此一元二次方程,得石子从被抛出到回落触及海面

所用的时间t=4.44s(此方程的另一个解为-1.38s对本题无意义,舍去)。
(3)石子触及海面时的速度

v=v0+at=v0-gt=15-9.80×4.44=-28.5(m/s)
从地面上某点向空中抛出一个物体,它在空中的运动就叫抛体运动。物体被抛出后,在

忽略空气阻力的情况下,它的运动轨迹总是被限制在通过抛射点的由抛出速度方向和竖直

方向所确定的平面内,因而,抛体运动是二维运动。物体在各时刻的加速度都是重力加速度

g,它的速度和位置随时间的变化可以用式 (1.2.20)和 (1.2.21)的前两式

vx=v0x+axt
vy=v0y+ay

}t
  

x=x0+v0xt+12axt2

y=y0+v0yt+12ayt

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

2

图1.2.8 抛体运动分析

表示,如果从抛出时刻开始计时,即t=0,选抛出

点为坐标原点,即x0=0,y0=0。如图1.2.8所

示。以 v0表示物体的初速度,以θ表示抛射角

(即初速度与x轴的夹角),则 v0沿x轴和y 轴的

分量分别是

v0x=v0cosθ, v0y=v0sinθ
物体在空中的加速度为

ax=0, ay=-g
可得物体在空中任意时刻的速度为
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vx=v0cosθ
vy=v0sinθ-g }t

(1.2.22)

物体在空中任意时刻的位置为

x=v0cosθ·t

y=v0sinθ·t-12gt

ü

þ

ý
ïï

ïï
2

(1.2.23)

式 (1.2.22)和 (1.2.23)表明抛体运动是水平方向的匀速运动和竖直方向的匀加速运

动的合成,由这两个式子可以经过简单推导得出下列四个结论:

① 物体从抛出到回落到抛出点高度所用的时间

T=2v0sinθg
② 飞行中的最大高度(即高出抛出点的距离)

Y=v
2
0sin2θ
2g

③ 飞行的射程(即回落到与抛射点的高度相同时所经过的水平距离)

X=v
2
0sin2θ
g

此式表明,当初速度大小相同时,在抛射角θ=45°的情况下射程最大。

④ 在式 (1.2.23)中消去t,可得抛体的轨道函数为

y=xtanθ- gx2
2v20cos2θ

对于一定的v0和θ,这个函数表示一条通过原点的二次曲线,在数学上叫“抛物线”。
应该指出,以上关于抛体运动的公式,都是在忽略空气阻力的情况下得出的。在实际应

用中,只有在初速率较小的情况下才比较符合。实际中子弹或炮弹在空中的飞行规律和上

述公式是有很大区别的。例如,以550m/s的初速率沿抛射角θ=45°射出的子弹,按上述公

式计算的射程在30000m以上,而实际上由于空气阻力的作用,射程不过8500m。
例1.2.12 一学生在体育馆阳台上以抛射角θ=30°和速率v0=20m/s向台前操场投

出一垒球。球离开手时距离操场水平面的高度h=10m。试问球抛出后何时着地? 在何处

着地? 着地时的速度的大小和方向各是如何?
解  以抛出点为原点,建立如图1.2.9所示坐标系,根据式 (1.2.23)中的

y=v0sinθ·t-12gt
2

以 (x,y)表示着地点坐标,则y=-h=-10m,把v0=20m/s和θ=30°代入得

-10=20×12×t-
1
2×9.8×t

2

解此方程得t=2.78s和-0.74s,取正数解,即垒球在出手后2.78s着地。
着地点的水平位置x=v0cosθ·t=20×cos30°×2.78=48.1(m),所以着地点坐标

(x,y)=(48.1,-10)。
根据式 (1.2.22)得着地点的速度

vx=v0cosθ=20×cos30°=17.3(m/s)
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图1.2.9 例1.2.12用图

vy=v0sinθ-gt=20×sin30°-9.8×2.78=-17.2(m/s)
着地时速度的大小

v=
 
v2x+v2y=

 
17.32+(-17.2)2=24.4(m/s)

着地时的速度和x轴的夹角

α=arctan vy

vx
=arctan17.217.3=44.8°

1.3 圆周运动

【学习目标】

理解圆周运动的角量表示,会应用线速度和角速度之间的关系进行计算;
掌握圆周运动的切向加速度和法向加速度,能够结合角量与线量的关系求出角速度、角

加速度、切向加速度、法向加速度和总加速度;
掌握用角量表示的匀变速圆周运动,能够熟练计算匀变速圆周运动中的初角速度、末角

速度、角加速度、角位移和时间。

【知识引入】

引例:一列火车由静止开始速率均匀增大,其轨道为半径R=1440m圆弧。已知起动后

t=3min时列车的速率为v=18m/s,求起动后t1=2min时,列车的切向加速度、法向加速度

和总加速度。

【知识正文】

质点做圆周运动时,它的速率v通常叫做线速度。如果以s表示圆周上某点A 量起的

弧长,则线速度

v=dsdt
以θ表示半径R 从OA 位置开始转过的角度,则s=Rθ。则
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